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En nyfiken resa in 1 tindstickornas matematiska varld

This report is about the game of Nim.

Nim was Invented in the early twentieth century by C.L. Bouton at Harvard
University. The game is usually played with matches, which you put in a
number of piles. Then the two players take turns removing matches. The player
who removes the last match/es wins.

First you'll be shown how to model a game of Nim from any starting position.
Then you'll be shown how to model a gametree from a few simple starting
positions and how to determine who will win from any position in that tree.
Then we'll present an induction proof of, that every position with two equally
sized piles is lost for the player in turn.

Section 4 contains a finite-state automaton for winning a game with the starting
position (4,4) where the automaton is player two.

In section 5 we present a computer program - "The Nimbler" which can play a game
of Nim with three piles, each containing between 5-15 pieces. The programs strategy can be
chosen by the player and ranges from randomly chosing every move to optimally playing the
game from every position.

The last section describes a program which calculates the number of possible
combinations of moves in which a game can be played, where the game is made up of three
piles and a total of 45 game pieces.
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(1) Modellering och spelregler

Nim ar ett spel som spelas med tva spelare. For att spela Nim ar allt man behdver nagot att
anvanda som spelbrickor (oftast anvands tandstickor). Man delar upp tansdstickorna i ett
valfritt antal hdgar med ett valfritt antal stickor i varje. Darefter turas spelarna om att géra
sina drag. Ett drag gors genom att man tar bort ett valfritt antal stickor (dock minst en) ur en
och endast en valfri hog. Den som avlagsnar de sista stickorna/stickan har vunnit.

Vi ska nu titta nairmare pa hur man kan modellera ett parti Nim med valfritt antal hogar:

n; = Antalet stickor 1 hog 1.

n, = Antalet stickor 1 hog 2.

o.s.v till:

nx = Antalet stickor i den sista hogen.

0<x <n, ( x &r antalet stickor som avldgsnas i ett drag och kan inte vara fler &n antalet i den
hog med flest antal stickor).

Varje given position i spelet kan alltsa skrivas:

(ny, ny._nk) Dér n dr antalet stickor i en given hog och k &r antalet hogar.

Och varje drag kan skrivas pé olika sétt beroende pé vilken hog stickorna tas ifrén:
T.ex. (n;-x, ny_ng) Om stickorna tas fran hog 1.

Vi kan nu modellera ett parti med tva hogar med vardera tva stickor i:

(nj, ny) - Startposition (2, 2).

(n-x, ny) - Spelare 1 gor sitt drag och tar tva stickor ur den forsta hogen (2-2, 2).
(n1, nz) - Ny position (0, 2).

(ny, nx-x) - Spelare 2 gor sitt drag och tar de sista stickorna (0, 2-2).

(ny, ny) - Spelare 2 vann (0,0).

Figuren ovan - Stallning (3,1,4)
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(2) Speltrad fran stallningen (3,2)

* Gulanoder motsvarar en vunnen stéllning for spelare ett.
« RoOda noder motsvarar en vunnen stallning for spelare tva.
* Oranga l6v motsvarar vunnet spel for spelare ett.

«  Brunal6v motsvarar vunnet spel for spelare tva.
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(3) Vem vinner i stéllningen (n,n)?

Den familj av nim-stéllningar som kan skrivas (n,n) ar alla forlorade for den spelare vars
otur det &r att gora nasta drag, (spelare ETT). Vi bevisar har detta med hjalp av induktion.

Basfall: Stillningen (0,0) ar forlorad for spelare ETT.
Induktionssteg: Det antas att alla stillningar (m,m) dar (0<=m<=n) &r forlorad for ETT, da
foljer att (n+1,n+1) ocksa &r forlorad for ETT, pga foljande.

ETT har att vdlja nagon hog att minska men eftersom hogarna ér lika stora spelar det ingen
roll vilken hon véljer. Sdg att hon minskar den vinstra hégen med d>0 téndstickor.
Spelplanen blir di (n+1-d , n+1). Den riktigt smarta spelaren TVA ser d4 till att minska den
andra hogen lika mycket, vilket ger (n+1-d , n+1-d). Denna stédllning ska ETT gora sitt drag
ifrdn, men eftersom n+1-d<=n sé ser spelplanen ut som (m,m) dir (0<=m<=n), vilket ar en
forlorad stillning for ETT, enligt forutsittning.

Alltsa: Om alla stéllningar fran (0,0) till (n,n), (med de tvd hdgarna lika stora), dr forlorade
for ETT sa ar ocksa (nt+1,n+1) forlorad for ETT. Och eftersom (0,0) ar forlorad for ETT sa
géller det genom induktion att alla stillningar (n,n) (n>=0) ar forlorade for ETT. V.S.V.

(4) Den listiga automaten

Vid startstallning (4,4) i Nim kommer spelare Tva alltid att vinna om han spelar som
nedanstdende automat.

Det ar spelare Ett som ska gora sitt drag och spelare Tvés taktik ar att alltid ta lika manga
stickor som spelare Ett, men fran den hog som spelare Ett inte tog ifrdn. Med denna taktik
kommer endast 5 olika tillstdnd finnas i automaten. De drag som kan goras &r representerade
med n/n dir n kan vara ett tal mellan 1 och antalet stickor som finns kvar i en av hdgarna.
Observera aterigen att hogarna alltid ar lika stora med denna taktik. Hogarna representeras
som x.x i tillstdnden dér x &r antalet stickor i en hog. Den grona figuren &r starttillstandet i
automaten och den roda figuren ar sluttillstdndet.

3/3

Vi ser att automatens alla pilar representerar 2 drag. Forst tar spelare Ett nagot foljt av att
spelare Tva tar nagot. Vilken vdg vi én tar frén starttillstdndet till sluttillstindet kommer den
alltid att utgoras av ett jamnt antal drag vilket gor att spelare Tv4 alltid vinner.
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(5) Nim-programmets strategi

Bilaga nr 1 &r ett program som spelar nim med anvandaren. Programmets strategi ar
narmare knutet till en ekvivalent transformering av nim-spelet.

Spelplanen: Istéllet for en lista av heltal som representerar spelplanen kan

ool man framstélla den som matrisen till vanster. De fyra elementen i varje rad
I 1 1 0| bildar den bindra representationen av antalet tindstickor i hogarna.
0 0 1 1) Spelplanen till vinster har alltsd tre hogar (tre rader) och hogstorlekarna ar

(1001b,1110b,0011b)=(9,14,3).

Reglerna: Enligt det ursprungliga nim-spelet sa bestar ett drag av att vilja en icke-tom hog
och sedan vélja hur mdnga man ska ta bort frin den hogen. Med den finfina bindr-matrisen till
hands kan man istillet helt ekvivalent sdga sé hér.

Ett drag bestar av att forst vélja en 1:a i matrisen som sétts till 0, och sedan séatta vardera av
elementen till hoger pa samma rad till vad man vill (0 eller 1).

De tva dragen dr ekvivalenta pga foljande. Vi antar ett drag. D& man tar ndgon/nagra
tandstickor fran ndgon rad s& minskas raden, vilket ger att den binéra siffran langst till vénster
av de bitar som dndras nddvandigtvis maste g fran 1 till 0, for annars skulle talet 6ka. Om
man nu véljer just den siffran enligt de nya reglerna sd far man ju sétta resten av siffrorna till
hoger till vad man vill, tex precis samma sak som subtraktionen gav enligt standardreglerna.
Detta innebér att alla subtraktioner (hdgplockningar) kan géras med de nya reglerna. Vidare
kan alla drag enligt de nya reglerna beskrivas som subtraktioner, detta eftersom den av
siffrorna som dndras langst till vinster enligt nya reglerna maste g frin 1 till 0, vilket gor att
talet maste minskas oavsett vad vi sitter siffrorna at hoger till, och alla minskningar kan
beskrivas som subtraktioner. Didrmed, eftersom alla drag enligt standard-reglerna ocksa kan
goras med de nya, och tvértom, r reglerna ekvivalenta.

Strategin: For varje drag, gor sa har:

Om antalet ettor i varje kolonn &r jAmnt sé ar positionen forlorad, forsok fuska.

Annars, leta reda pa den kolonn léngst till vénster dir antalet ettor dr udda.

Leta sen reda pd ndgon av raderna i kolonnen dér det star en etta, och sétt den till noll enligt
reglerna, sétt sen alla de element till hoger pa raden pa sa sitt att alla motsvarande kolonner
far ett jamnt antal ettor. Nu har alla kolonner ett jamnt antal ettor, vilket &r nyckeln till vinst.

Strategins duglighet: D& man gor ett drag pa en matris med endast ett jaimnt antal ettor i
varje kolonn s& maste nodviandigtvis minst nagon av kolonnerna fa ett udda antal ettor efter
draget. Detta eftersom draget endast sker i en enda rad varvid minst ndgot av bit-vdrdena i
raden maste dndras, och didrmed invertera den motsvarande kolonnens "uddhet". Detta
innebédr att d& man har udda matris, (en matris med ndgon udda kolonn), och reducerar
matrisen till jamn, s dr man séker pa att fa en udda matris tillbaks efter motspelaren gjort sitt
drag. Och man kommer dérfor, om man f6ljer strategin, alltid & gora sina fortsatta drag pé en
udda matris. Men den forlorade positionen dr jamn, (en matris med bara nollor). Darfor kan
man aldrig hamna dér, varfor man méste vinna.



Diskret Matematik Nim Projektrapport
sid 6/10

(6) Hur manga satt kan man spela Nim pa?

En normal téndsticksask innehaller mellan 45 och 60 tandstickor. Vi kan bestamma oss for
att 45 stycken ar lampligt att rakna med. | ett parti Nim ska en spelare ta minst 1 tandsticka
eller max alla fran en valfri hog. For att forenkla utrakningen av antalet spelsatt antar vi att
de 45 stickorna ska placeras ut i exakt 3 hogar dar alla hogar innehaller minst 1 sticka.
Hogarna har i de kommande berdkningarna ingen inbdrdes ordning, dvs. (1,1,43) och
(1,43,1) ar samma typ av spel. Jag tror att Nimfantaster &r beredda att halla med. Hur
manga spelsétt finns det da?

Det antal tdndstickor som vi har dr 45. Dessa 45 kan delas upp i1 3 hogar pa flera olika sitt.
Varje 3-hogsformation kan sedan spelas pa ett antal olika sédtt. Hur manga olika sétt det gér att
spela pa med varje 3-hogsformation beror pd hur stickorna ér fordelade 1 de 3 olika hogarna.
Det sammanlagda talet spelsdtt &r alltsi summan av alla spelsitt frdn de olika 3-
hogsformationerna.

Hur rdknar man ut hur méanga olika spelsitt som en 3-hdgsformation kan spelas pa? Hér
angrips problemet med en rekursiv funktion!

Basfall: Nar summan av de 3 hogarna &r mindre &n eller lika med 1 sa gér det bara att spela
pa 1 sitt.

Summma_spel sétt(Hogl, Hog2, Hog3) = 1 Om (Hogl + Hog2 + Hog3 <= 1)

Rekursionsteg: Vi har tre olika hdgar med olika antal stickor. De olika hogarna &r Hogl,
Hog2 och Hog3. Antalet spelsitt for denna formation &r summan av alla de
spelsitt som vi kan gora efter att vi gjort ett drag, dvs. efter vi har tagit en
eller flera tdndstickor frén ndgon hog.

Hogl
Summma_spel_sitt(Hogl, Hog2, Hog3) = Z summa_spel satt(Hogl -1, Hog2, Hog3) +
=
Hog2 Hog3
z summa_spel sétt(Hogl, Hog2 - j, Hog3) + Z summa_spel sétt(Hogl, Hog2, Hog3 - k)

j=1 k=1

Genom att gora pa det hér viset bygger man upp ett trdd dar varje 16v innehaller nagon av
foljande stillningar (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0 1 0) eller (1, 0, 0). Det ar vdgarna ner till 16ven som
ar de olika spelsitten. Ett exempel pa ett sddant hir trdd finns i1 analysen fér vem som vinner
en (3, 2) uppstillning tidigare i1 detta dokument.

For att klara av denna utrdkning har ett C-program skrivits. Programmet tar fram alla olika
kombinationer av 3-hdgar av n antal stickor, dir n dr ett heltal storre dn 2. Sedan summerar
programmet ihop alla dessa kombinationers respektive antal spelsitt. 45 stickor ger oss pa
detta sétt 184262179053145428804501504 olika spelmdjligheter, ungefar 1.843 * 10726 sitt.
Tar vi sedan bort begridnsningen med 3 hdgar sd blir det fler spelsdtt &ndd. Tar man dven
hinsyn till hogarnas inbordes ordning blir det ytterligare fler spelsitt.

Programmet och testkorning utgér bilaga nr 2.
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Bi Iaga 1 - Program som spelar nim med anvéndaren, enligt en fiffig strategi.
#include <stdio.h>

int las_in(char* fraga,int min, int max) {
int svar;
do {
printf("%s (%:i..%i) ",fraga,min,max);
if (scanf("%i",&svar)==0) { svar=min-1; char flush[100]; scanf("%100s",flush); }
} while (svar<min || svar>max);
return svar;

H

int main() {
int dator_iq,i,vems_tur,uddhet,val _hog,nn,hogar[3];
srand((unsigned int)time(NULL));

printf(" The Nimbler\n");
dator ig=las_in("Computer 1Q",0,200);

for(i=0;i<3;i++) hogar[i]=5+random() % 11;

vems_tur=random()%2;

do {
if(vems_tur==0)printf("Computer Move............ "); else printf("....Your Move............ ");
for(i=0;i<3;i++) printf("(%i)->%i ",i,hogar[i]); printf("\n");
nn=0;for(i=0;i<3;i++)nn+=hogarl[i];

if(nn==0) {
if (vems_tur==0)printf("\n\nGood Work!\n\n"); else printf("\n\nNimbler Rulez!\n\n");
return 0;

H

if (vems_tur==0) { // Nu ér det datorns drag

uddhet=0; for(i=0;i<3;i++)uddhet=uddhet"hogar[i]; = // xor-a hogstorlekarna
if(tuddhet==0 || dator iq<random()%200) { // forlorad position eller datorn spelar dum
for(i=0;1<3;i++)
if (hogar[i]>0) { hogar[i]=random()%hogar[i]; break; }

}
else {
for(i=0;i<3;i++) // sdtt lamplig hog sé att bindr-matrisen blir jamn
if ((hogar[i]*uddhet)<hogar[i]) { hogar[i]*=uddhet; break; }
}
else { // Nu ér det anviandarens drag
do { val _hog=las_in("....Pile",0,2); } while (hogar[val hog]==0);
hogar[val hog]-=las_in("....Pick",1,hogar[val hog]);
}

vems_tur’=1;
} while (1);
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Bi Iaga 2 — Program och testkérning for olika spelsitt av Nim

Detta dr ett program for att rikna ut hur ménga sétt man kan spela ett parti Nim pa.
Programmet fordelar det inmatade antalet tdndstickor pa 3 hdogar i olika kombinationer.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define MAXTAL 50
double rakna_spel_satt(int hog_1, int hog 2, int hog 3);
double power(double number, double multiplier);

double alla_tal [MAXTAL][MAXTAL][MAXTAL];

int main(int argc, char *argv[]) {
double summa_spel_satt = 0;
double potens = 0;
double del _summa = 0;
int hogl, hog2, hog3, antal_stickor;
int i, j, k;

if (argc == 2) {

for(i=0; i < MAXTAL; i++)
for(§j=0; j < MAXTAL; j++)
for(k=0; k < MAXTAL; k++)
alla _tal[i][j1Ik] = O;

hogl 1;

hog2 1;

antal_stickor = atoi(argv[1]);

hog3 = antal_stickor - hogl - hog2;

while(hogl <= hog2 && hog2 <= hog3){
while (hog3 >= hog2) {
del_summa = rakna_spel_satt(hogl, hog2, hog3);
printf("'Delsumma for (%d,%d,%d) = %.0f\n", hogl, hog2, hog3, del _summa);
summa_spel_satt += del_summa;
hog2++;
hog3--;
}
hogl++;
hog2
hog3

hogl;
antal_stickor - hogl - hog2;

}

i =0;
potens = summa_spel_satt;
while(potens > (double) 10) {
potens /= (double) 10;
i++;
}
printfF(""Antal spel: %.0F = %0.10F * 10"%d\n\n", summa_spel_satt,
potens, i);
}
else
printf("'USAGE nim [antal_stickor]\n");
return 1;
}

double power(double number, double multiplier){
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double sum = 1;

while(multiplier > 0 ) {
sum *= number;
multiplier--;

s

return sumj;

}

double rakna_spel_satt(int hog 1, int hog 2, int hog 3) {
double summa = O;
int i;

if(alla_tal[hog_1][hog_2][hog_3]) {
summa = alla_tal[hog_1][hog_2][hog 3];
}

else {
if ((hog_ 1 + hog 2 + hog 3) <=1 ) {
summa = 1;

}
else if ((hog_ 1 + hog 2) == 0) {
summa = power(2, hog 3 - 1);

}
else if ((hog_2 + hog_3) == 0) {
summa = power(2, hog_1 - 1);

}
else if ((hog_ 1 + hog_3) == 0) {
summa = power(2, hog 2 - 1);

}

else {
for (i = 1; i <= hog 1; i++) {
summa += rakna_spel _satt(hog 1 - i, hog 2, hog 3);

}
for (i = 1; i <= hog_2; i++) {
summa += rakna_spel _satt(hog 1, hog 2 - i, hog _3);

3
for (i = 1; i <= hog_3; i++) {
summa += rakna_spel_satt(hog_1, hog 2, hog_3 - i);

b
alla_tal[hog_1][hog_2][hog 3] = summa;
b
¥

return summa;

}

Testkorning:
> nim 45

Antal spel: 184262179053145428804501504 = 1.8426217905 * 10726
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Bi Iaga 3 - Métesrapport och ansvarsfordelning
Uppgifter och férdelning

Vi har valt projektuppgift 4 — Spela med tandstickor! Tabellen nedan visar hur uppgifterna
varit fordelade under projektets gang.

Peter Alsbro 1
Michael Karling 1
Malte Martinsson 1
Tony Valcic 6-
Jonas Osterberg 6

Protokoll for moten

Foljande tider for projektmdten var bokade i1 vara kalendrar.

2004-02-06
Uppdelningen av uppgifter inom projektet spikades. Kortare diskussion om 16sningar
uppstod.

2004-02-13
Motet den hir veckan utgick till forman for I-rapporter. En kort ldgeskontroll hade vi for att
se om négon kort fast.

2004-02-20
Losningar till flera av uppgifterna fanns pa papper. Vi diskuterade ideer och hjilptes &t med
de uppgifter vi fastnat pa.

2004-02-27
Till det hiar motet fanns 16sningar pa alla uppgifter. De sista smé fragetecknen diskuterades
och 16stes. Under veckan som f6ljde diskuterades alternativa 16sningssitt med stort intresse.

2004-03-05
Losningarna diskuterades igen. Alla problem och 16sningar sammanfogas till ett dokument
som vi gérna kallar rapport. Den hir motesrapporten sammanstalls.

2004-03-12
Rapprorten ldmnas in. Vigen leder till karen...
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